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1. Введение
В работах [9, 11, 12] построены новые интегрируемые системы с двумя степенями свобо-
ды и интегралами движения второй и четвертой степени по импульсам, для которых потен-
циал, входящий в гамильтониан, линейно зависит от скорости. Для построения этих систем
использовались преобразования Бэклунда [10] уравнений Гамильтона –Якоби, которые до-
пускают разделение переменных в параболических координатах на плоскости и эллиптиче-
ских координатах на сфере. Целью данной работы является построение новой интегрируе-
мой системы, координаты разделения для которой могут быть построены из эллиптических
координат на плоскости с помощью преобразования Бэклунда.








− V (q1, q2) (1.1)
и канонической скобкой Пуассона {qi, pj} = δij. Согласно теореме Бертрана –Дарбу, со-
ответствующее уравнение Гамильтона –Якоби H = E интегрируется в квадратурах, если
потенциал имеет специальный вид в декартовых, полярных, параболических или эллипти-
ческих координатах на плоскости. Например, если потенциал имеет вид
V =
U(u1)− U(u2)
u1 − u2 ,


















Входящая в эти квадратуры функция f(u) определяется по функции U(u), входящей в опре-
деление потенциала V . Явные решения этих уравнений были получены Якоби и Вейер-
штрассом в частном случае
f(u) = a6u6 + a5u5 + a4u4 + a3u3 + a2u2 + a1u + a0, ai ∈ R.
В этом же случае мы можем явно построить автопреобразование Бэклунда, сохраняющее
не только гамильтонову форму уравнений движения, но и форму уравнения Гамильтона –
Якоби. Кроме того, именно в этом случае можно явно построить гетеропреобразование
Бэклунда, связывающее различные уравнения Гамильтона –Якоби.
В данной работе используется алгоритм построения преобразований Бэклунда, опи-
санный в работе [14]. В отличие от работ [9, 11, 12], для построения искомых переменных
разделения мы вместо матриц Лакса будем использовать дифференциальные уравнения
Абеля и их свойства.
В первом разделе на примере систем с двумя степенями свободы, допускающими разде-
ление переменных в методе Якоби, описана связь между преобразованием Бэклунда и диф-
ференциальными уравнениями Абеля. Рассмотрено общее преобразование Бэклунда и его
частный случай для гамильтоновых систем, интегрирование которых сводится к абелевым
квадратурам на гиперэллиптических кривых второго рода.
Во втором разделе мы воспроизведем один из результатов работ [9, 12], используя
рассмотренный в первом разделе алгоритм построения преобразований Бэклунда. В ра-
ботах [9, 12] частный случай общего преобразования Бэклунда был получен с помощью
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(2×2)-матрицы Лакса и некоторого дополнительного условия на калибровочное преобразо-
вание этой матрицы. В данной работе в качестве примера мы ограничимся рассмотрением
интегрируемой системы на плоскости, допускающей разделение переменных в параболиче-
ской системе координат, построим соответствующее автопреобразование Бэклунда и при-
меним его для построения интегрируемой системы на плоскости с интегралами движения
второй и четвертой степени по импульсам.
В третьей части работы мы применим ту же самую процедуру к интегрируемой систе-
ме на плоскости, допускающей разделение переменных в эллиптической системе координат.
В результате мы получим новую интегрируемую систему на плоскости с интегралами дви-
жения второй и четвертой степени по импульсам, в которой потенциал линейно зависит
от скорости.
Напомним, что обобщенный потенциал может быть только линейной функцией от обоб-
щенных скоростей. Соответствующие силы называются гироскопическими силами, напри-
мер сила Кориолиса или Лоренца (см. обсуждение и ссылки в работах [2, 5–8]).
2. Преобразование Бэклунда для систем Якоби
с двумя степенями свободы
Рассмотрим два гамильтоновых потока
dx1
dt1
= {x1,H1} = y1
x1 − x2 ,
dx2
dt1
= {x2,H1} = − y2
x1 − x2 ,
dx1
dt2
= {x1,H2} = − x2y1
x1 − x2 ,
dx2
dt2
= {x2,H2} = x1y2
x1 − x2
(2.1)
на фазовом пространстве M , dimM = 4, с координатами x1,2 и y1,2. Входящие в это опре-
деление гамильтонианы H1,2 находятся в инволюции
{H1,H2} = 0














где y1,2 находятся из уравнений Гамильтона –Якоби
H1,2(x1, x2, y1, y2) = α1,2. (2.3)
Уравнения (2.2) сводятся к квадратурам (1.2), если мы предположим, что уравнения Га-
мильтона –Якоби (2.3) обладают общим полным интегралом вида
W (x1, x2, α1, α2) = W1(x1, α1, α2) + W2(x2, α1, α2), α1,2 ∈ R,







Далее мы ограничимся случаем, когда f(x) является неприводимым полиномом шестой
степени
f(x) = a6x6 + a5x5 + a4x4 + a3x3 + a2x2 + a1x + a0, (2.4)
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коэффициенты которого ai зависят от гамильтонианов H1,2 и других постоянных парамет-
ров, определяющих динамику системы.
Уравнения (2.1) и (2.2) с y2i = f(xi) (2.4) были получены Якоби при исследовании дви-
жения в задаче двух центров и движения по геодезическим на эллипсоиде. Эти же урав-
нения возникают при разделении переменных для систем Неймана, Гарнье, Росохатиуса,
Эно –Хейлеса, Клебша, Стеклова, волчков Ковалевской и Горячева –Чаплыгина и многих
других интегрируемых систем [2, 3].
Определение. Автопреобразованием Бэклунда уравнений Гамильтона –Якоби Hi = Ei
называется преобразование переменных, которое сохраняет форму уравнений Гамильтона
и форму уравнений Гамильтона –Якоби.
Напомним, что преобразование переменных называется каноническим, если это преоб-
разование сохраняет форму уравнений Гамильтона. Преобразования Бэклунда — это ка-
нонические преобразования специального вида, которые дополнительно сохраняют форму
уравнений Гамильтона –Якоби.
Предположим, что замена переменных
B : (x1, y1, x2, y2)→ (x3, y3, x4, y4) (2.5)










































−√f(x3) + x4dx4−√f(x4) = 0.
(2.6)
Эти уравнения совпадают с дифференциальными уравнениями Абеля на гиперэллиптиче-
ской кривой второго рода
C : y2 = f(x) (2.7)
благодаря существованию стандартной гиперэллиптической инволюции σ : (y, x) → (−y, x),
которая не меняет уравнения (2.7).
Решения уравнения Абеля являются точками пересечения постоянной гиперэллипти-
ческой кривой C (2.7) с семейством кривых, задаваемых кубическим по x уравнением
g(x, y) = y − P (x), P (x) = √a6x3 + b2x2 + b1x + b0. (2.8)
Подставляя y = P (x) в уравнение f(x)−y2 = 0 (2.7), получим полином Абеля пятой степени




(x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4)(x− λ), (2.9)
который связывает абсциссы пяти точек пересечения кривых f(x, y) = 0 и g(x, y) = 0
p1,2 = (x1,2, y1,2), p3,4 = (x3,4,−y3,4) и p5 = (λ, μ).
Шестая точка пересечения находится на бесконечности.
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В этом полиноме пятой степени по x четыре корня x1, . . . , x4, входящие в уравне-
ния (2.6), зависят от времени, а пятый корень λ не зависит от времени. Соответствующая
ордината неподвижной точки пересечения




a6λ6 + a5λ5 + a4λ4 + a3λ3 + a2λ2 + a1λ + a0 (2.10)
является интегралом движения, то есть функцией на фазовом пространстве, в отличие от
абсциссы λ, которая является произвольным параметром.
Так как
y1 − P (x1) = 0, y2 − P (x2) = 0 и μ− P (λ) = 0,




3 + b2x2 + b1x + b0 =
√
a6(x− x1)(x− x2)(x− λ) +
+
y1(x− x2)(x− λ)
(x1 − x2)(x1 − λ) +
y2(x− x1)(x− λ)
(x2 − x1)(x2 − λ) +
μ(x− x1)(x− x2)
(λ− x1)(λ− x2) .
В силу этого коэффициент в правой части определения полинома Абеля (2.9) равен
b2 =
y1
(x1 − x2)(x1 − λ) + y2(x2 − x1)(x2 − λ) +
μ
(λ− x1)(λ− x2) −
√
a6(x1 + x2 + λ).
Таким образом, абсциссы x3 и x4 третьей и четвертой точек пересечения являются корнями
следующего полинома второй степени:
(x− x3)(x− x4) = f(x)− P (x)
2(
a5 − 2√a6 b2
)
(x− x1)(x− x2)(x− λ)
. (2.11)
Ординаты −y3 и −y4 третьей и четвертой точек пересечения также являются функциями
от (x1,2, y1,2) и (λ, μ), поскольку
−yi = P (xi), i = 3, 4, (2.12)
где мы учли знак минус в уравнениях (2.6).
Теорема. Уравнения (2.11) и (2.12) определяют преобразование Бэклунда (2.5) для
систем Якоби с двумя степенями свободы.
С точки зрения современной криптографии, на гиперэллиптических кривых пара то-
чек с координатами (x1,2, y1,2) являются «сообщением», точки с координатами (x3,4, y3,4)
являются «криптограммой», а неподвижная точка с координатами (λ, μ) является откры-
тым «ключом», с помощью которого мы шифруем или дешифруем сообщения [4]. Основное
отличие в том, что в криптографии мы изучаем преобразования (2.11) и (2.12) над полем
целых чисел или более сложным полем.
Рассмотрим частный случай преобразований (2.11) и (2.12), который мы будем исполь-
зовать в следующих разделах. Используя сдвиг x→ x + α, мы всегда можем положить
a0 = 0
и поместить фиксированную точку в начало координат





НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2016. T. 12. №3. С. 355–367




x1(x1 − x2) +
y2
x2(x2 − x1) −
√
a6(x1 + x2)
и выражения для определения координат (x3,4,−y3,4) имеют вид
x3 + x4 =
1
(x1 − x2)2(a5 − 2√a6 b2)
(
2a6x1x2(x21 − x1x2 + x22) +
+ a5x1x2(x1 + x2) + 2a4x1x2 + a3(x1 + x2) + 2a2 +
+






x1x2(a5 − 2√a6 b2) ,
yk = −√a6(xk − x1)(xk − x2)xk − y1(xk − x2)xk(x1 − x2)x1 −
y2(xk − x1)xk
(x2 − x1)x2 , k = 3, 4.
(2.13)
3. Параболические координаты на плоскости
Пусть q1 и q2 — декартовы координаты на плоскости. Определим параболические ко-
ординаты u1,2 на плоскости соотношением








Эти координаты образуют локальную ортогональную систему координат в области
u1 < 0 < u2,
в которой координатные линии являются конфокальными параболами.
Подставляя соответствующие выражения для декартовых координат и соответствую-
щих им импульсов
q1 =
√−u1u2, q2 = u1 + u22 , p1 =
2
√−u1u2(pu1 − pu2)
u1 − u2 , p2 =
2(pu1u1 − pu2u2)
u1 − u2 (3.1)
в функцию Гамильтона (1.1), мы получим
H1 =
2(p2u1u1 − p2u2u2)
u1 − u2 − V (u1, u2).
Согласно теореме Бертрана –Дарбу, соответствующая гамильтонова система интегрируема,
если потенциал имеет вид
V (u1, u2) =
u1U1(u1)− u2U2(u2)
u1 − u2 .
В этом случае гамильтонов поток сохраняет еще один интеграл движения
H2 =
2u1u2(pu1 − pu2)





u2 − u1 ,
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, i = 1, 2. (3.2)
Полагая














где f(x) является полиномом шестой степени с нулевым младшим коэффициентом
f(u) = u(au5 + bu4 + cu3 + du2 + α1u + α2).
В исходных переменных соответствующий потенциал имеет вид
















Построим теперь преобразование Бэклунда
B : (u1, pu1, u2, pu2) → (u˜1, p˜u1, u˜2, p˜u2),
используя полученные ранее результаты. Для этого достаточно подставить
x1,2 = u1,2, y1,2 = u1,2pu1,2 и x3,4 = u˜1,2, y3,4 = u˜1,2p˜u1,2
в выражения (2.11) и (2.12) и разрешить их относительно u˜1,2 и p˜u1,2 . Например, в частном
случае λ = 0 (2.13) можно определить координаты u˜1,2




















a(u41 − u42) + b(u31 − u32) + c(u21 − u22) + d(u1 − u2)− p2u1 + p2u2
2a(u21 − u22)− 2
√




pu1(u2 − u˜i)− pu2(u1 − u˜i)
u1 − u2 −
√
a(u2 − u˜i)(u1 − u˜i),
используя выражения (2.13). Подставляя переменные разделения в определение исходных

















1 + p1(p1q2 − p2q1)
2q1(p1
√






2)a + 4q1(2p1q2 − p2q1)
√

















a− 4aq1q2 − bq1) ,
p˜2 = − A8q21(p1
√
a− 4aq1q2 − bq1) ,
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2016. T. 12. №3. С. 355–367
















(q1p21 + 2q2p1p2 − q1p22) + 4q1
(











2b(q21 − q22) + 2cq2 + d
)













4bq21(4q2p1−q1p2) + 4cp1q21 − p31
)
.
Мы приводим эти явные выражения для того, чтобы можно было непосредственно про-
верить сохранение формы уравнений движения, формы интегралов движения и скобки
Пуассона.
Перейдем теперь к построению уравнений Гамильтона –Якоби, которые допускают раз-
деление переменных в новых координатах u˜1,2, p˜u1,2 и при этом имеют физический смысл
в исходных переменных q1,2 и p1,2. Переменные u˜1,2 и p˜u1,2 удовлетворяют тем же самым













, i = 1, 2.
Складывая и вычитая эти разделенные уравнения, мы получим пару новых интегралов































В исходных переменных, после дополнительного масштабирующего преобразования
p1 →
√
2p1, q1 → q1√
2
,











































a + 6bq2 + c
)







































2)b− (q21 − 12q22)c + 8dq2
)
a−
− 2(q21 − 6q22)b2 − 4(cq2 + d)b + c2
)
.
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Эта гамильтонова система и ее интегрируемые деформации обсуждаются в работах [9, 12].
В данной работе мы воспроизвели выражения для преобразования Бэклунда (3.3), исполь-
зуя новый алгоритм, и описали это преобразование в терминах исходных физических пере-
менных.
4. Эллиптические координаты
Если q1 и q2 — декартовы координаты на плоскости, то эллиптические координаты u1







(u− ξ1)(u− ξ2) , ξi ∈ R,
где ξ1,2 — параметры, задающие область определения координат
u1 < ξ1 < u2 < ξ2.
Это двумерная ортогональная система координат, в которой координатными линиями яв-
ляются конфокальные эллипсы и гиперболы, фокусы которых расположены в точках ξ1,2
на оси Ox.
Подставляя соответствующие выражения для декартовых координат
q1 =
√
(u2 − ξ1)(ξ1 − u1)
ξ2 − ξ1 , q2 =
√
(ξ2 − u1)(ξ2 − u2)
ξ2 − ξ1 (4.1)
























в функцию Гамильтона (1.1) с потенциалом
V = 2a(q21 + q
2













2 − (2ξ1 + ξ2)q21 − (ξ1 + 2ξ2)q22 + ξ21 + ξ1ξ2 + ξ22
)
+ 2c(q21 + q
2
2 − ξ1 − ξ2),
получим
H1 =
2(ξ2 − u1)(ξ1 − u1)p2u1 + 2(ξ2 − u2)(u2 − ξ1)p2u2
u2 − u1 +
U(u1)− U(u2)
u1 − u2 ,
где
U = 2u2(au2 + bu + c).
Соответствующий второй интеграл движения имеет вид
H2 =
2u2(ξ2 − u1)(ξ1 − u1)p2u1 + 2u1(ξ2 − u2)(u2 − ξ1)p2u2
u2 − u1 +
u2U(u1)− u1U(u2)
u2 − u1 ,
так что разделенные уравнения можно переписать в виде
(ξ2 − ui)(ξ1 − ui)p2ui = au4i + bu3i + cu2i + α1ui + α2, i = 1, 2, (4.2)
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где f(x) является полиномом шестой степени
f(u) = (u− ξ1)(u− ξ2)(au4 + bu3 + cu2 + α1u + α2). (4.3)
4.1. Преобразование Бэклунда
Для построения автопреобразования Бэклунда
B : (u1, pu1 , u2, pu2)→ (u˜1, p˜u1 , u˜2, p˜u2)
достаточно подставить
x1,2 = u1,2, y1,2 = (u1,2 − ξ1)(u1,2 − ξ2)pu1,2 ,
x3,4 = u˜1,2, y3,4 = (u˜1,2 − ξ1)(u˜1,2 − ξ2)p˜u1,2
в выражения (2.11) и (2.12) и разрешить их относительно u˜1,2 и p˜u1,2 .
В общем случае коэффициент a0 (2.4) в полиноме (4.3) не равен нулю:
a0 = ξ1ξ2α2.
Используя сдвиг по оси Ox, мы всегда можем положить один из параметров ξ1,2 равным
нулю. В этом случае a0 = 0, и в частном случае λ = 0 можно определить новые переменные
с помощью выражений (2.13).
Например, при ξ1 = 0 и ξ2 ≡ ξ координаты u˜1,2 удовлетворяют





2 − ξu1 − ξu2) + b(u1 + u2 − ξ) + c
)
+ A






a(u21 + u1u2 + u
2
2) + b(u1 + u2) + c
)









u2(ξ − u1)pu1 − u1(ξ − u2)pu2
)− ((ξ − u1)pu1 − (ξ − u2)pu2)2
и




(ξ − u1)pu1 − (ξ − u2)pu2
)− b(u1 − u2).
Подставляя переменные разделения в определение исходных физических переменных (4.1),













2a + 4ξq1q2(p1q2 − p2q1)
√
a + (p1q2 − p2q1)2
4ξq1(aq1(2q21 + 2q
2
2 − ξ) + p1
√
a− q1b) ,




a + q1(2q21 + 2q
2
2 − ξ)a− bq1
) ,
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2016. T. 12. №3. С. 355–367

















1 + 2q + 2
2 − ξ)− 4cq21 − p21
)√
a− 2bp1q1.
Явное выражение для второго импульса весьма громоздко, поэтому мы его приводить не
будем.
Перейдем теперь к построению уравнений Гамильтона –Якоби, которые допускают раз-
деление переменных в новых координатах u˜1,2, p˜u1,2 и при этом имеют физический смысл
в исходных переменных q1,2 и p1,2. Переменные u˜1,2 и p˜u1,2 удовлетворяют тем же самым
разделенным уравнениям (4.2), которые мы, следуя [9, 12], перепишем в виде





, i = 1, 2.
Складывая и вычитая эти разделенные уравнения, мы получим пару новых интегралов
движения в инволюции относительно исходных канонических скобок Пуассона











В исходных переменных, после дополнительного масштабирующего преобразования
p1 →
√
2p1, q1 → q1√
2
,




























































Второй интеграл движения H˜2 является полиномом четвертой степени по импульсам, ко-























2 − 6ξ(q21 − 2q22)
)




































64ξ4 − 32(3q21 + 8q22)ξ3 +







2 − 4(3q21 + 10q22)(q21 + 2q22)2ξ + (q21 + 2q22)4
)
.
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Соответствующие разделенные уравнения имеют вид







= 0, i = 1, 2.
Следуя [11, 12], можно перейти к более сложным разделенным уравнениям вида
Φ = (Φ+ + ρp˜u)(Φ− + ρp˜u)− u− σ = 0











Алгебро-геометрическая природа построения таких возмущений пока неизвестна, поэтому
мы не будем подробно обсуждать эти интегрируемые возмущения в рамках данной статьи.
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On an integrable system on the plane with velocity-dependent potential
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We discuss an algorithmic construction of the auto Ba¨cklund transformations of Hamilton –
Jacoby equations and possible applications of this algorithm to ﬁnding new integrable systems
with integrals of motion of higher order in momenta. We explicitly present Ba¨cklund
transformations for two Hamiltonian systems on the plane separable in parabolic and elliptic
coordinates.
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